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ОБ УТОЧНЕНИИ УСЛОВИЙ УСТОЙЧИВОСТИ КОЛЕБАНИЙ
МЕМБРАНЫ, РАЗДЕЛЯЮЩЕЙ ИДЕАЛЬНЫЕ ЖИДКОСТИ
В ПРЯМОУГОЛЬНОМ КАНАЛЕ С ЖЕСТКИМИ ОСНОВАНИЯМИ
В линейной постановке выведено уточненное, на случай осесимметричных колебаний, частотное
уравнение собственных совместных колебаний прямоугольной мембраны и жидкости. Мембрана
горизонтально разделяет идеальные несжимаемые жидкости разной плотности в прямоугольном
канале с жесткими основаниями. Частотное уравнения для симметричных и несимметричных
совместных колебаний мембраны и жидкости представлено в единой форме. Уточнены ранее
полученные приближенные условия устойчивости колебаний мембраны и жидкости. Показано,
что для несимметричных частот приближенное значение критического натяжения является за-
ниженным в 4/5 раза, а для симметричных – в 0.818 раз.
MSC: 34N05.
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1. Введение.
На основании единого Лагранжевого подхода задача о колебании и устойчи-
вости упругой прямоугольной пластины между идеальными жидкостями разной
плотности в жестком прямоугольном канале, по видимому, впервые была рассмот-
рена в статье [1] и в монографии [2]. В работе [3] эта задача была рассмотрена на
основании Лагранжа-Эйлерова подхода. Наиболее полное исследование свободных
колебаний мембраны на свободной поверхности жидкости в прямоугольном канале
было проведено в статье [4]. В работах [5, 6] эта задача была обобщена на случай
двухслойной жидкости с мембранами на свободной и внутренней поверхностях, а
в статье [7] – на случай упругого дна. Наиболее общие исследования колебаний
резервуара с жидкостью, на свободной поверхности которой расположена пласти-
на или мембрана, было проведено в монографии [7]. Из последних работ следует
отметить работы [8–12]. В статьях [13–14] рассмотрена задача об осесимметрич-
ных колебаниях упругой мембраны, разделяющей двухплотностную жидкость в
жестком круговом цилиндрическом резервуаре применительно к современным ка-
пиллярным системам отбора жидкости (КСОЖ).
2. Постановка задачи.
Рассмотрим плоские колебания упругой прямоугольной мембраны горизон-
тально разделяющей идеальные несжимаемые жидкости плотности i (i = 1,2)
Исследования проведены в рамках программы фундаментальных исследований Министер-
ства образования и науки Украины (проект № 0116U002522) и при грантовой поддержке ДФФД
(проект № Ф71/47-2017).
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в жестком прямоугольном канале шириной b (b = 2a). Мембрана подвержена рас-
тягивающим усилиям интенсивности T в срединной поверхности. Контуры мем-
браны закреплены. Верхняя жидкость плотности 1 заполняет сосуд до глубин
h1, а нижняя жидкость плотности 2 до глубины h2. Систему координат Oxyz
расположим так, чтобы плоскость Oxy находилась на невозмущённой срединной
поверхности мембраны, ось Oy была направлена вдоль канала, а ось Oz - про-
тивоположно вектору ускорения силы тяжести  !g . Колебания мембраны и жид-
кости будем рассматривать в линейной постановке, считая совместные колебания
пластины и жидкости безотрывными, а движения жидкостей потенциальными.
Уравнения плоских колебаний упругой мембраны и жидкости имеют вид [10–11]
k0
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@t2
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@x4
  T @
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@x2
+ gW = 1
@1
@t
  2@2
@t
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@2i
@z2
= 0 (i = 1; 2) (2)
с граничными условиями:
@W
@t
=
@1
@z
=
@2
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при z = 0; (3)
W jx=a = 0; (4)
aZ
 a
Wdx = 0; (5)
@i
@x

x=a
= 0 (i = 1; 2); (6)
@1
@z
= 0 при z = h1;
@2
@z
= 0 при z =  h2: (7)
Здесь k0 = 0h0;W (x; t); 0; h0 – соответственно нормальный прогиб, плотность
и толщина мембраны; i (x; z; t) - потенциал скоростей i-ой жидкости (i = 1,2);
 = 2   1;Q = Q22  Q11; Qi – произвольная функция времени.
3. Метод решения.
Представим функции i (x; z; t) в виде рядов Фурье по собственным функциям
 n (x)
i (x; z; t) =
1X
n=1
h
Ain (t) e
knz +Bin (t) e
 knz
i
 n (x)(i = 1; 2); (8)
где функции  n (x) = cos kn (x+ a), а соответствующие им собственные числа kn =
= =2a [3].
Представление функций i (x; z; t) в виде (8) позволяет удовлетворить уравне-
нию (2) и граничным условиям (6).
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Подставив ряды (8) в (3) и (7) и, воспользовавшись ортогональностью функций
 n, получаем линейную систему уравнений относительно неизвестных Ain, Bin и
_Wn. Разрешим ее относительно _Wn:
A1n =  
_Wne
 1n
2kn sinh1n
; B1n =  
_Wne
1n
2kn sinh1n
;
A2n =
_Wne
2n
2kn sinh2n
; B2n =
_Wne
 2n
2kn sinh2n
:
(9)
Здесь
Wn =
1
N2n
aZ
 a
W ndx;
N2n =
aZ
 a
 2ndx = a; in = hikn:
(10)
С учетом соотношений (8)–(10) уравнение (1) примет вид
k0
@2W
@t2
  T @
2W
@x2
+ gW =  
1X
n=1
an Wn
kn
 n +Q; (11)
где an = 1 coth1n + 2 coth2n:
Таким образом, совместные колебания упругой мембраны и жидкости находят-
ся из системы интегро-дифференциальных уравнений (10)–(11), граничных усло-
вий (4), условий сохранения объема несжимаемой жидкости (5) и заданных на-
чальных условий.
4. Собственные частоты совместных колебаний упругой мембраны и
жидкости.
Для нахождения собственных частот совместных колебаний упругой мембраны
и жидкости положим:
W (x; t) = w (x) ei!t; Q = C0e
i!t: (12)
Подставив (12) в (10)–(11), в граничные условия (4) и условия (5), получим
d2w
dx2
+ qw =  !
2
T
1X
n=1
anwn
kn
 n + C; (13)
wn =
1
a
aZ
 a
w ndx; (14)
wjx=a = 0; (15)
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aZ
 a
wdx = 0: (16)
Здесь q = (k0!2   g)=T , C =  C0=T .
Общее решение уравнения (13) будем искать в виде общего решения однород-
ного уравнения и частного решения неоднородного [7]
w =
2X
k=1
A0kw
0
k +
1X
n=1
~Cn n + w0; (17)
где w0k (k = 1; 2) – фундаментальная система решений однородного уравнения
d2w0k
dx2
+ qw0k = 0: (18)
Здесь A0k, ~Cn и w0 – неизвестные константы.
Подставив (17) в уравнение (13), и воспользовавшись соотношением d
2 n
dx2
=
=  k2n n, получим
~Cn =
!2an
kndn
wn; C = qw0 (19)
где dn = Tk2n + g  k0!2.
Подставив (17) в (14), и принимая во внимание (19), найдем выражение для
wn через неизвестные константы A0k
wn =
kndn
kndn   !2an
4X
k=1
A0kE
0
kn: (20)
Здесь
E0kn =
1
a
aZ
 a
w0k ndx: (21)
С учетом (16), (19) и (20) окончательное выражение для формы прогиба пла-
стины w, примет вид
w =
2X
k=1
 
w0k   ~w0k   !2
1X
n=1
anE
0
kn
!2~an   kn ~dn
 n
!
A0k; (22)
где ~w0k =
1
2a
aR
 a
w0kdx, ~an = an + knk0; ~dn = Tk
2
n + g.
В отличии от работ [10–11] в формуле (22) появляется константа ~w0k, которая
для несимметричных совместных колебаний мембраны и жидкости равна нулю, а
для симметричных колебаний отлична от нуля.
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В (22) входит две неизвестные константы A0k. Из граничных условий закреп-
ления мембраны (15) имеем два линейных однородных уравнений относительно
A0k
2X
k=1
 
Bjk   !2
1X
n=1
nE
0
knB

jn
!
A0k = 0; (j = 1; 2): (23)
Здесь n = an=(!2an   kndn) = an=(!2~an   kn ~dn), Bjk = w0k

x=a   ~w0k,
Bjn =

1; x =  a (j = 1);
( 1)n; x = a (j = 2):
Из равенства нулю определителя однородной системы (23) следует частотное
уравнение собственных совместных колебаний упругой мембраны и жидкостиkCqkk2
j;k=1
 = 0; (24)
где Cjk = Bjk   !2
1P
n=1
nE
0
knB

jn (j; k = 1; 2).
Собственные формы колебаний будут найдены из однородной системы (23) и
выражения (22).
Воспользовавшись разложением функций w0k в ряд по полной и ортогональной
системе функций  n, условием
aR
 a
 ndx = 0 и обозначением (21), уравнение (24)
можно переписать так [10-11] kCqkk2
j;k=1
 = 0; (25)
где Cjk =
1P
n=1
nE
0
knB

jn (j; k = 1; 2); n = 1 + n =
kndn
!2~an kn ~dn .
Таким образом, рассматриваемая задача имеет бесконечный дискретный спектр
собственных значений !2l , являющихся корнями характеристических уравнений
(24) и (25), а соответствующие им собственные функции wl (x) образуют полную
ортогональную систему функций на отрезке [ a; a]. Однако, следует отметить,
что при определенных соотношениях параметров механической системы частот-
ные уравнения могут не иметь положительных корней, т.е. плоская форма равно-
весия упругой мембраны может быть неустойчивой [10–11].
Решения однородного уравнения w0k и значения коэффициента E
0
kn зависят от
знака величины q.
При q > 0фундаментальная система решений 0k имеет вид w
0
k = fsin px; cos pxg,
а коэффициенты E0kn и Cjk –
E0kn =
Tp
adn
f[( 1)n   1] cos ~p; [( 1)n + 1] sin ~pg ;
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C11 =
pT
a
cos ~p
1X
n=1
[( 1)n   1] ~n; C12 = pT
a
sin ~p
1X
n=1
[( 1)n + 1] ~n;
C21 =
pT
a
cos ~p
1X
n=1
[1  ( 1)n] ~n; C22 = pT
a
sin ~p
1X
n=1
[1 + ( 1)n] ~n ;
и частотное уравнение (25) запишется так
C11C22   C12C21 = 4p
2T 2
a2
sin 2~p
 1X
m=1
~2m 1
! 1X
m=1
~2m
!
= 0: (26)
Здесь p2 = q; ~p = pa:
При q < 0 фундаментальная система решений w0k имеет вид
w0k = fsinh ~px; cosh ~pxg ;
а коэффициенты E0kn и Cjk –
E0kn =
T ~p
adn
f[( 1)n   1] cosh ~p1; [( 1)n + 1] sinh ~p1g ;
C11 =
T ~p cosh ~p1
a
1X
n=1
[( 1)n   1] ~n; C12 = T ~p sinh ~p1
a
1X
n=1
[( 1)n + 1] ~n;
C21 =  T ~p cosh ~p1
a
1X
n=1
[( 1)n   1] ~n; C22 = T ~p sinh ~p1
a
1X
n=1
[( 1)n + 1] ~n;
и частотное уравнение принимает вид
C11C22   C12C21 =  qT
2
4a2
sinh 2~p1
 1X
m=1
~2m 1
! 1X
m=1
~2m
!
= 0; (27)
где ~p2 =  q > 0, ~p1 = ~pa.
Так как sin 2~p 6= 0 и sinh 2~p1 6= 0, то из вида уравнений (26) и (27) следует, что
частотное уравнение (25) имеет вид
 1P
m=1
~2m 1
 1P
m=1
~2m

= 0, не зависит от
условий k0!2   g > 0 или k01!2   g < 0, распадается на четные и нечетные
частоты и может быть записано в единой форме для этих частот [10-11]
1P
n=1
~n = 0
или 1X
n=1
kn
!2~an   kn ~dn
= 0: (28)
Несложно показать, что нули знаменателя левой части уравнения (28) описы-
вают частоты колебаний незакрепленной мембраны.
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Таким образом, если n = 2m  1, то уравнение (28) описывает нечетные часто-
ты, а если n = 2m, то – четные частоты. Следует отметить, что такого упрощения
удалось достигнуть за счет разложения функции w0k в ряд по полной и ортого-
нальной системе собственных функций  n и рассмотрении уравнения (25). При
использовании уравнения (24) значительно возросли бы аналитические вычисле-
ния, и такого упрощения можно было бы достигнуть, если разложить тригономет-
рические и гиперболические функции на простейшие дроби так, как это сделано,
например, в работах [4–6].
Левая часть уравнения (28) является монотонно возрастающей функцией па-
раметра !2 на интервале

kn ~dn
.
~an; kn+1 ~dn+1
.
~an+1

(n = 1; 2; :::), принимающая
на нем значения от  1 до 1 . Следовательно, между двумя последовательны-
ми значениями kn ~dn
.
~an лежит только один корень уравнения (28). Этим заранее
определяются интервалы, в которых находятся собственные частоты.
5. Устойчивость колебаний упругой мембраны, разделяющей жидко-
сти разной плотности.
Если в ряде уравнения (28) удержать два члена, то из неравенства !2 > 0
следует условие устойчивости плоской формы равновесия мембраны ~d1 + ~d2 > 0.
Для нечетных и четных форм колебаний оно соответственно примет вид [10-11]
T >
4g (1   2) a2
52
; (n = 1; 3) (29)
T >
2g (1   2) a2
52
; (n = 2; 4): (30)
Условия устойчивости (29)–(30) не зависят от глубин заполнения жидкостей и
массы мембраны. Из этих условий видно, что для устойчивости несимметричных
колебаний нужно значительно большая величина предварительного натяжения,
чем для симметричных. Неравенства (29)–(30) можно уточнить с учетом трех и
более членов ряда, но при этом придется воспользоваться условиями положитель-
ности корней полиномов n-ой степеней, что значительно усложнит аналитические
исследования. Из условий (29)–(30) следует, что, с учетом принятой точности, при
g > 0 и естественной стратификации 1 6 2 частотное уравнение (28) всегда имеет
положительные корни и плоская форма равновесия упругой мембраны устойчива.
Неустойчивость может иметь место только в случае g < 0, а при g > 0 только
если нарушается естественная стратификация, т.е. при условии 1 > 2. Выписан-
ные неравенства (29)–(30) совпадают с неравенствами, полученными при наличии
свободной поверхности у верней жидкости в статье [3] и при T = 0 с неравенствами
работы [1–2].
Для нахождения критических значений механических параметров при которых
происходит потеря устойчивости в частотном уравнении (28) положим !2 = 0 и
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оно примет вид
1P
n=1
1= ~dn = 0 или
1X
n=1
1
Tk2n + g
= 0: (31)
Из уравнения (31) следует, что при  > 0 (g > 0) оно не имеет решений и в
этом случае механическая система всегда будет устойчива. Неустойчивость может
возникнуть только при  < 0.
Перепишем уравнение (31) в безразмерном виде при  < 0
1X
n=1
1
n2   2 = 0; (32)
где
2 =  4ga
2
T2
> 0:
Числовые ряды
1P
n=1
1=(n2 2) для нечетных и четных значений n могут быть
представлены следующим образом:
1X
k=1
1
(2k   1)2   2 =

4
tan

2
; (33)
1X
k=1
1
(2k)2   2 =  
1
42

 cot

2
  2

: (34)
Решение уравнения (32) при n = 2k   1 с учетом (33) имеет вид  = 2l, а
критическое значение натяжения T = g (1   2) a2=2l2, которое при l = 1 даст
следующее точное условие устойчивости
T >
1
2
g (1   2) a2 = 0.101321g (1   2) a2: (35)
Приближенное значение, выписанное из условия (29), запишется так
T >
4
52
g (1   2) a2 = 0.081057g (1   2) a2: (36)
Условие устойчивости (35), полученное для несимметричных частот, уточняет
ранее полученное условие (36). Из неравенств (35)–(36) следует, что приближенное
значение критического натяжения является заниженным в 4/5 раза.
Первый корень уравнения (32) при n = 2k с учетом (34) имеет вид 2 =
= 4.493409458 из которое следует следующее точное условие устойчивости
T > 0.049528g (1   2) a2: (37)
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Приближенное значение, выписанное из условия (30) при n = 2k, примет вид
T >
2
52
g (1   2) a2 = 0.040528g (1   2) a2: (38)
Условие устойчивости (38), полученное для четных частот, уточняет ранее по-
лученное условие (37). Из неравенств (37)–(38) следует, что приближенное зна-
чение критического натяжения является заниженным в 0.818 раз, что на 2.3%
больше, чем для несимметричны частот.
Таким образом, уточнено ранее полученное частотное уравнение для случая
осесимметричных колебаний и уточнены приближенные условия устойчивости.
Показано, что учет двух членов в ряде частотного уравнения дает достаточную
для практики точность.
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А. А. Lymar, Yu. N. Kononov
On the update of the conditions of the stability of vibrations of the membrane separating
ideal liquids in a rectangular channel with hard foundations.
In the linear formulation, the frequency equation of the proper joint oscillations of a rectangular
membrane and a liquid, corrected for the case of axisymmetric oscillations, is derived.The membrane
horizontally separates ideal incompressible ﬂuids of diﬀerent densities in a rectangular channel with
rigid bases. The frequency equation for symmetric and asymmetrical joint vibrations of a membrane
and a liquid is presented in a uniform form. The previously obtained approximate conditions for
the stability of the vibrations of a membrane and a ﬂuid are reﬁned. It is shown that for asymmetric
frequencies the approximate value of the critical tension is 4/5 times lower, and for symmetric frequencies
it is 0.818 times.
Keywords: hydroelasticity, rectangular membrane, ideal incompressible ﬂuid, ﬂat oscillations, stability.
О. О. Лимар, Ю. М. Кононов
Про уточнення умов стiйкостi коливань мембрани, яка подiляє iдеальнi рiдини в
прямокутному канал з жорсткими основами.
У лiнiйнiй постановцi виведено уточнене, на випадок осесиметричних коливань, частотне рiвнян-
ня власних спiльних коливань прямокутної мембрани i рiдини. Мембрана горизонтально роздi-
ляє iдеальнi нестисливi рiдини рiзної щiльностi в прямокутному каналi з жорсткими основами.
Частотне рiвняння для симетричних i несиметричних спiльних коливань мембрани i рiдини пред-
ставлено в єдинiй формi. Уточнено ранiше отриманi наближенi умови стiйкостi коливань мем-
брани i рiдини. Показано, що для несиметричних частот наближене значення критичного натягу
є заниженими в 4/5 рази, а для симетричних – в 0.818 раз.
Ключовi слова: гiдропружнiсть, прямокутна мембрана, iдеальна нестислива рiдина, плоскi
коливання, стiйкiсть.
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